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ПОТОЧКОВІ ОЦІНКИ СЛАБКИХ РОЗВ’ЯЗКІВ КВАЗІЛІНІЙНИХ 

ЕЛІПТИЧНИХ РІВНЯНЬ ДИВЕРГЕНТНОГО ВИДУ З НЕСТАНДАРТНИМИ 
УМОВАМИ ЗРОСТУ ТА МОЛОДШИМИ ЧЛЕНАМИ 

 
В роботі розглядається квазілінійне еліптичне рівняння дивергентного виду з 

нестандартними умовами зросту та молодшою частиною. Доведено основний 
результат роботи: нерівність Гарнака для слабких розв’язків квазілінійних рівнянь 
дивергентного виду з нестандартними умовами зросту та молодшими членами.  

Ключові слова: квазілінійні еліптичні рівняння, нерівність Гарнака, поточкові 
оцінки, слабкий розв’язок, потенціали Вольфа.  

 
1. Вступ  
Подана робота присвячена доведенню поточкових оцінок для слабких 

невід’ємних розв’язків  неоднорідних квазілінійних еліптичних рівнянь дивергентного 
типу з молодшої частиною.  Наш результат узагальнює відомий класичних результат T. 
Kilpelainen,  J. Maly (див. [1]), які за допомогою нелінійних потенціалів Вольфа довели 
поточкові оцінки розв’язків  квазілінійного еліптичного рівняння p-Лапласа з межею  µ 
в правій. В подальшому, ці оцінки були узагальнені на строго нелінійні рівняння ( див. 
[2] ) та на строго нелінійні субеліптичні квазілінійні рівняння (див. роботу  [3]). 
Отримані результати було застосовано для подальшого вивчення питань розв’язності та 
регулярності розв’язків для різноманітних лінійних та нелінійних рівнянь  (див., 
наприклад, роботи  J. Maly, W. Ziemer [4], G. Mingione [5], I.I. Skrypnik [6]). Завдяки 
тому, що деякі квазілінійні рівняння з нестандартними умовами зросту 
використовуються при моделюванні поведінки електрореологічних рідин (M.Ruzicka 
[7]), якісна теорія для таких рівнянь постійно розвивається, викликаючи до себе 
зацікавленість з боку дослідників. Наприклад, для рівнянь вигляду  

                            fuuVuudiv xpxp   2)(2)( ||)|(|  
було вивчено питання локальної регулярності розв’язку, доведена нерівність 

Гарнака, отриманий критерій Вінера при природніх припущеннях на функцію  p(x). 
Огляд відповідних результатів можна знайти в статтях Y.A. Alkhutov, O.V. 
Krasheninnikova [8], V. Liskevich,  I.I. Skrypnik [9]. Приклади, які було побудовано  M. 
Giaquinta [10] та P. Marcellini [11]. показали, що за умов  11 )(   qp ttgt на функцію 

)(tg  існує необмежений розв’язок рівняння (якщо  p та q достатньо «далекі» один від 
одного). Для рівнянь 
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з коефіцієнтами, для яких  потенціали Вольфа будуть скінченними, варто очікувати, що 
нерівність Гарнака матиме місце (див. [14]). Основна трудність, яка виникатиме на 
шляху доведення цієї нерівності полягатиме в тому, що ні методика E. De Giorgi, ні 
метод J. Moser в цьому випадку не працюють. Але використовуючи ітераційну техніку 
роботи  [1], яка була продемонстрована для рівняння  p-Лапласа, можна довести 
аналогічний результат і для рівнянь, що розглядаються. Спираючись також на роботу 
[14], в роботі проведена схема доведення нерівності Гарнака за допомогою адаптації 
вищезгаданої ітераційної методики T. Kilpepailen, J.Maly для слабких невідємних 
розв’язків квазілінійних еліптичних рівнянь дивергентного виду з молодшою 
частиною. 

Отже, розглянемо квазілінійне еліптичне рівняння дивергентного виду з 
нестандартними умовами зросту і молодшою частиною ( , , )b x u u  

.    (1) 
де . Припустимо, що функція , що задовольняє 

наступним умовам: 
1)  задовольняє умові Каратеодорі; 
2)  
3)  
4)  

з деякими сталими . Розглянемо випадок:  

.  (2) 

Модельним прикладом рівняння (1) служить 
    

(3) 
або 

 
 

2. Основний результат роботи: нерівність Гарнака для слабких розв’язків 
квазілінійних рівнянь дивергентного виду з нестандартними умовами зросту та 
молодшими членами 

Вважатимемо, що функціональний простір слабких розв’язків рівняння (1), 
, визначений згідно з наступним означенням слабкого роз’вязку рівняння (1). 

Означення 1. Будемо казати, що  - слабкий розв`язок рівняння (1), якщо 
 та задовольняє наступній інтегральні тотожності 

    

для всіх . 
Для рівняння (3)  приходимо до наступного означення слабкого розв`язку : 
Означення 2. Будемо казати, що  - слабкий розв`язок рівняння (1), якщо 

 та задовольняє наступній інтегральні тотожності 
  (4) 
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для всіх . 
Сформулюємо та  доведемо поточкові оцінки невід’ємних слабких розв’язків 

рівняння (1) у термінах потенціалів Вольфа  

 
де  є обернена функція до функції . 

Основними результатами роботи є наступні теореми. 
Теорема 1. Нехай  - невід’ємний слабкий розв’язок рівняння (1) 

та умови 1)-4) та (2) виконуються. Тоді існують сталі , котрі залежать тільки 
від  такі, що для майже всіх  має місце наступна оцінка: 

     (5) 
або 

   (6) 

де . 

Теорема 2.  Нехай  - є невід’ємний слабкий розв’язок рівняння 
(1),   та умови 1)-4) та (2) виконані. Тоді існують сталі , котрі залежать 
тільки від  такі, що для майже всіх  має місце наступна 
оцінка: 

.   (7) 

3. Допоміжні твердження та леми 
Методика доведення теорем 1 та 2 буде спиратися на результати роботи I.I. 

Скрипнік, K. O.Буряченко [14] з додаванням молодшого члена —це леми 
типу De Giorgi та Kilpelainen-Maly. В наслідок умови (2) справджується така нерівність 

.    (8) 

Дійсно, якщо , то . Якщо , то . 
Позначимо через   деяку сталу, що залежить лише від . Для доведення 
теорем 1 та 2 нам знадобляться наступні твердження. 

Лема 1. Нехай  та . Тоді, для кожного слабкого 
розв’язку  рівняння (1), деяких  та функції  , які 
задовольняють умовам  

 
справедлива наступна оцінка:  

 

 
,   (9) 
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де . 

Доведення: Візьмемо   у якості  пробної функції в 

інтегральній тотожності (4), що відповідає рівнянню (1). Використаємо умови 2)-4)  та 
нерівність 

 ,  отримуємо  

 
.  

Використаємо нерівність (8) для   

. 

Використаємо нерівність (8) для   

. 
Вищевказані оцінки разом з нерівністю 

 
допомaгають нам отримати необхідну оцінку (9). Покладемо тепер 

, 

. 

Тоді з (2) маємо  . 

Лема 2. Нехай виконані умови Леми 1. Тоді справедлива наступна оцінка 

 
. (10) 

Доведення. Зазначимо, що . Покладемо в (8) 

 

, тоді для всіх , будемо мати 
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. 

В останній нерівності доданок з  оцінимо згідно з Лемою 
1 (див. нерівність (9)). Це і буде доводити (10).  

Покладемо  
а також 

.  (11) 

Візьмемо , а кожне наступне  визначемо з умови 
. 

Тут  - фіксована додатна стала, яка залежить тільки від  та 
буде визначена в процесі доведення. Позначимо також через  

, 
, 

. 

Наступна Лема лежить в основі метода T. Kilpelainen, J. Maly та є основним 
допоміжним результатом для доведення оцінок в теоремах 1 та 2. 

Лема 3. Для всіх  має місце наступна оцінка 
.    (12) 

Доведення. Зафіксуємо деяке  та вважатимемо 
. 

У противному випадку нерівність (12) очевидна. Встановимо, що  
.      

 (13) 
Насправді, для  та  має місце нерівність  

 
. 

Враховуючи умови  , а також (11), остання оцінка доводить (13). 
 Оцінемо члени в правій частині (11) при . Для цього розкладемо 

. Тут . Малий параметр  буде визначений 

пізніше. 
З умов (2) та (13) отримаємо:  
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.     (14) 

Покладемо  та . 

Тут . Виберемо  з умови . Для всіх  

має місце наступна оцінка  

.  (15) 

Крім того  

.     (16) 

Використовуючи припущення , а також лему 2, отримаємо 

 

 

 

 

 
.   (17) 

Враховуючи вибір  з умов  отримаємо 

.    (18) 

Тоді з оцінок (14), (17) та (18) приходимо до нерівності  
.   (19) 

Вибираємо  достатньо малим, , а далі вибираємо  
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. Тоді з (19) буде слідувати (12). Лема 3 доведена. 
Повернемося до доведення теореми 1, використовуючи доведені твердження 

(леми 1-3) 
 Нерівність (12) просумуємо по . 

.     (20) 
З визначення  маємо, що , тоді послідовність  збігається та   

при . Перейдемо до границі  в (20). Нехай . Тоді 

. 

Вибираємо в якості  лебегову точку функції . Матимемо: 

. Якщо ж , тоді з (20) слідує друга оцінка теореми 1. 
Теорема 1 повністю доведена. 

В основі доведення теореми 2 лежать наступні дві леми.  
Нехай , тоді справджується наступне твердження. Для нашого 

випадку воно аналогічно твердженню роботи [2] без молодших членів. 
Лема 4. [2]. Нехай виконані припущення теореми 2, . Тоді 

існує додатнa стала  , яка залежить тільки від , така що  

, (21) 

для всіх  та для всіх . 

Доведення. Нехай  найменше ціле число, таке що . Для 

 покладемо  нехай  

 в  та . Покладемо  та 

. Відмітимо також, що  

. 

З теореми вкладення Соболева та нерівності (8) буде слідувати  

 

.  (22) 

Підставимо в означення слабкого розв’язку  та за допомогою 

умови (2) і (8) отримаємо: 
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.     (23) 

З нерівностей (22), (23) буде слідувати 

. 

Інтегруючи останню нерівність отримуємо необхідну оцінку (21). 
Наступна лема – слабка нерівність Гарнака. Нагадаємо, що у випадку двофазних 

інтегральних функціоналів подібний результат був отриманий M. Colombo, G. Baroni, 
G. Mingione [15]. Доведемо аналог цього результату для нашого рівняння. 

Лема 5. Нехай виконані умови теореми 2, тоді для  і будь-якого 
 має місце наступна нерівність: 

 ,   (24) 

де . 

Доведення. З умови (2) буде слідувати  

. 

Застосовуючи лему 4 приходимо до оцінки (24). 
 Оцінка зверху в нерівності (7) теореми 2 буде слідувати з теореми 1 та леми (5) 

при : 
. 

Доведемо оцінку знизу в (7). Для цього в інтегральну тотожність 

 
підставимо  0 1,  1     в  та , 

0 r   . Використовуючи умови 2)-3) та нерівність (8) з  

  отримаємо: 

 
.    (25) 

Застосуємо тепер слабку нерівність Гарнака (лему 5): 

 

 

.   (26) 

Так як , то 
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. (27) 

З (25)-(27) отримаємо  

.    (28) 

Інтегруючи нерівність (28) по  та користуючись означенням потенціалу 
Вольфа  

, 

Отримали оцінку знизу в (7). Теорема 2 повністю доведена. 
 
4. Висновки 
В роботі було розглянуто квазілінійне еліптичне рівняння дивергентного виду з 

нестандартними умовами зросту і молодшою частиною. За допомогою адаптації 
ітераційної техніки T.Kilpelainen, J. Maly  для таких рівнянь доведено основний 
результат роботи: нерівність Гарнака для слабких розв’язків квазілінійних рівнянь 
дивергентного виду з нестандартними умовами зросту та молодшими членами.  
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POITWISE ESTIMATES OF WEAK SOLUTIONS TO QUASILINEAR 

ELLIPTIC EQUATIONS OF A DIVERGENCE TYPE WITH NONSTANDARD 
GROWTH CONDITIONS AND LOWER TERMS 

 
Summary. In the present work we obtain the pointwise estimates of the weak solutions 

to inhomogeneous quasilinear elliptic equations of the divergence type and lower terms. Our 
result generalizes the classical one obtained by T. Kilpelainen and J. Maly. With the help of 
nonlinear Wolff potential they proved the pointwise estimates of solutions to a quasilinear 
elliptic equation with the p-Laplace and measure µ on the right-hand side. Further, these 
estimates were generalized to strongly nonlinear equations and to strongly nonlinear 
subelliptic quasilinear equations  and were applied as an efficient tool to the study of the 
questions of solvability and solutions regularity to various linear, quasilinear and nonlinear 
equations (see the works of J. Maly and W. Ziemer, G. Mingione and I.I. Skrypnik ). Due to 
application of some quasilinear equations with nonstandard growth conditions for the 
modeling of a behavior of electrorheological fluids, the qualitative theory of such equations is 
permanently developed, attracting the interest of researchers. 

Key words: quasilinear elliptic equations, Harnack inequality, poitwise estimates, weak 
solution, Wolff potentials. 
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