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РОЗВ'ЯЗНІСТЬ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ КВАЗІЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 

ДРУГОГО ПОРЯДКУ З ПАРАМЕТРОМ В ПРАВІЙ ЧАСТИНІ 
 
У роботі розглядається перша крайова задача для квазілінійного рівняння другого 

порядку з параметром в правій частині та нелінійного степеневого зросту. За 
допомогою операторних методів доведено теорему існування класичного розв`язку 
задачі. Наведено методично-теоретичні аспекти застосувань отриманого 
результату для розв’язання відповідних задач. 

Ключові слова: крайові задачі, квазілінійне рівняння другого порядку, функція 
Гріна, нерухома точка, теорема Шаудера.  

 
1. Вступ  
Подана робота присвячена отриманню умов розв’язності крайових задач для 

квазілінійних рівнянь другого порядку з параметром в правій частині у випадку 
нелінійного степеневого зросту довільного порядку. У основі сформульованої задачі 
лежить лінійна та квазілінійна задачі зі змінними коефіцієнтами. Дослідження 
проводиться за допомогою операторних методів та методу нерухомої точки. А саме з 
використанням теореми Шаудера та її наслідків. Основним результатом роботи є 
теорема розв’язності першої крайової задачі для рівняння виду: 

 
 

де . 
Одержані результати мають методично-теоретичне значення та можуть бути 

використані не тільки у подальших дослідженнях диференціальних рівнянь у 
частинних похідних та у прикладних задачах, а також у розробці відповідних прикладів 
нелінійних рівнянь з степеневою нелінійністю, описі методики розв’язання цих задач за 
допомогою функції Гріна та теорем Шаудера про нерухомі точки. 

 
2. Основний результат роботи: теорема про розв'язність крайових задач для 

квазілінійних рівнянь другого порядку з параметром в правій частині  
Розглянемо першу крайову задачу для квазілінійного рівняння другого порядку з 

параметром і нелінійним степеневим зростом по  у правій частині : 
   (1) 

      (2) 
де , . 
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Сформулюємо умови на коефіцієнти при функції  та на функцію  у правій 
частині:  . 

Наступна теорема є основним результатом роботи та визначає умови розв’язності 
поставленої задачі (1), (2). 

Теорема. Нехай 
 та виконана 

одна з умов: 
1) , якщо параметр  відомий, 

або 
2) , якщо задана функція , 

де  функція Гріна даної задачі. Тоді задача 
(1), (2) має розв’язок в просторі . 

Доведення. Слідуючи методиці пошуку розв’язку, зведемо задачу до операторного 
рівняння. Розв’язок задачі (1), (2) за допомогою функції Гріна подається у виді 
рівняння: 

 
Позначимо праву частину за оператор: 

 
Звідки отримаємо задачу про знаходження нерухомої точки оператора 

 
Отже, існування розв’язку крайової задачі для заданого рівняння еквівалентно 

пошуку нерухомої точки оператора 

 
Перевіримо існування нерухомої точки оператора за допомогою теореми 

Шаудера. Нехай та 

, де  Перевіримо неперервність та 
компактність оператора . Представимо оператор  у вигляді композиції , де  
– інтегральний оператор, ядром якого є функція Гріна задачі (1), (2) 

 
а  – оператор Немицького, що візначається заданою функцією 

 
Оператор  з неперервним ядром – неперервний та компактний. Оператор  – 

неперервний. Тоді  є композицією неперервних операторів, тобто  -  неперервний. 
Крім того,  – компактний, як композиція неперервного та компактного. 

Для використання теореми Шаудера треба забезпечити умову , тобто 
. Звідки випливає . 
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Тобто, . Отримаємо з цього виразу необхідні для 

розв’язності умови для функції  та параметру  
Позначимо  та знайдемо мінімальне значення цієї 

функції. 
 

Отримуємо два випадки: 

1. Якщо  – парне, то  (див. рис. 1) 

 
Рис. 1 

2. Якщо – непарне, , звідки ,  

. (див. рис. 2) 
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Рис. 2 

Отже, не залежно від парності n  

 

 
З цієї рівності отримаємо умови для функції  та параметра  

 

 
Перевіримо, якому простору належить розв’язок. 
Нехай  – розв’язок задачі (1), (2), тоді 

 за умовою 
 отже  тоді  

 
3. Застосування основного результату роботи 
Доведеній в роботі основній результат допомагає розробити низку завдань 

методичного характеру, які дозволять використати їх в якості методичного 
забезпечення курсу «Теорія нелінійних операторів». Нехай дана перша крайова задача 
для квазілінійного рівняння другого порядку з параметром у правій частині і 
нелінійним степеневим зростом по : 

   (3) 
       (4) 

де  ,  та . 
В цьому напрямку можливі завдання двох типів: по заданій функції g(t) знайти 

множину зміни параметра, в якій відповідна перша крайова задача матиме розв'язок, а 
також за відомим значенням параметра описати множину в просторі неперервних 
функцій, до якої має належати доданок g(t), для того щоб відповідна перша крайова 
задача мала розв'язок. 

Завдання 1. Знайти значення параметру , при яких задача (3), (4) має розв’язки, 
якщо відома функція .  

Наведемо приклади задач: 
1. ; 

2. ; 
3. . 
Завдання 2. Знайти, для яких функцій  задача (3), (4) має розв’язки, якщо 

відомий параметр . 
Наведемо приклади задач: 
1. ; 
2. ; 

3. . 

Як приклад наведемо розв’язок однієї із запропонованих задач. 
2.1.  
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Отже, за теоремою дана задача має розв’язок при . Знайдемо 

значення цього виразу.  
Побудуємо функцію Гріна для однорідної задачі: 

 
Загальний розв’язок однорідного рівняння має вид: . При 

виконанні крайових умов задача має лише тривіальний розв’язок, отже можливо 
побудувати функцію Гріна.  

Нехай,  – нетривіальний розв’язок, який задовольняє умові , 
– нетривіальний розв’язок, який задовольняє умові  

Функція Гріна має вид . Знайдемо 

 з умов: 

 
Тоді функція Гріна набуде вигляду: 

 
Далі розрахуємо знайдемо значення інтегралу від отриманої функції Гріна: 

 
Тепер можливо знайти необхідне значення  
Отже, дана задача має розв’язок при  

 
 
Висновки 
В роботі було сформульовано теорему про розв’язність першої крайової задачі 

для квазілінійних рівнянь другого порядку з параметром у правій частині. 
Сформульована теорема дозволяє досліджувати розв’язність квазілінійних рівнянь з 
нелінійним степеневим зростом по x(t) та параметром λ. На основі основного 
результату роботи сформульовано та наведено два типи завдань на розв’язність першої 
крайової задачі квазілінійного рівняння другого порядку з параметром у правій частині 
у випадку нелінійного степеневого зросту по x(t), які можуть бути використані у 
подальшому методичному забезпеченні курсу «Теорія нелінійних операторів» для 
студентів ОР «Магістр». 
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SOLVABILITY OF THE BOUNDARY PROBLEMS FOR THE QUASILINEAR 

SECOND ORDER EQUATIONS WITH PARAMETER IN THE RIGHT-HAND SIDE 
 

Summary. The paper is devoted to the problem of solvability of the first boundary 
value problem for a quasilinear second-order equation with a parameter in the right-hand 
side and a power nonlinearity of arbitrary order. Using the operator methods (inverse 
operator method, fixed point method), the theorem for the existence of a classical solution of 
a problem is proved. The methodological and theoretical aspects of the application of the 
obtained result for the solving of the corresponding problems are given. 

Keywords: boundary value problems, quasilinear second-order equation, Green's 
function, fixed point, Schauder theorem. 
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